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Corrigé
BCPST?2 D04S 11/10/2014

Présentation

Probléme

[Le but de ce probléme est d’exploiter des données statistiques portant sur le nombre d’oisillons issus d’une couvée de faisans pour tenter
e modéliser la loi de probabilité du nombre de naissances a ’issue d’une couvée, et d’éventuellement étendre ce modéle & d’autres espéces
d’oiseaux.On dispose d’une étude portant sur 500 couvées numérotées de 0 & 499. Les résultats de cette étude nous sont fournis sous forme
‘une liste Python nommeée couv telle que couvfk| est le nombre d’oisillons issus de la couvée numéro k.Nous allons tenter d’évaluer puis
de modéliser la probabilité pi pour qu’une couvée donne naissance a k oisillons, pour tout k € N.

1. Afin d’évaluer les probabilités pg, on va tout d’abord créer ’histogramme associé & nos données statistiques, puis en déduire la liste
des fréquences d’apparition des différents effectifs des couvées.

1l.a L’histogramme associé & nos données est une liste histo telle que pour tout k, histo/k] est le nombre de couvées qui donnent
naissance a k oisillons. Par exemple, si couv=[$,1,4,3,2,0,6,2] alors histo=[1,1,2,2,1,0,1].

Ecrire une fonction Python nommé creation-histo qui prend en entrée une liste du type de couw et qui produit en sortie I’histo-

gramme associé (attention : on ne demande pas ici de représenter graphiquement I’histogramme obtenu!)

Solution:

creation_histo(c):

m — max(c)
h = |0 k range (m+1) |
x c:

n[x] = h[x] + 1
(h)

1.b A partir de I’histogramme obtenu, on construit la liste des fréquences d’apparition des différents effectifs en divisant les valeurs
de I’histogramme par le nombre total de couvées étudiées. Avec ’exemple ci-dessus, qui porte sur 8 couvées, on obtient une liste

frequences=[1/8,1/8,1/4,1/4,1/8,0,1/8].

Ecrire une fonction Python qui, a partir d’une liste du type de couv et qui retourne la liste des fréquences.

Solution:

frequences(c):

histo=creation_histo(c)

f = |[histo[k]/Llen(c) k range(len(histo)) |
f

Les fréquences obtenues aprés traitement des données expérimentales sont les approximations des probabilités théoriques pi que ’on
va utiliser pour notre modélisation.

2. Afin de modéliser les probabilités py, on représente graphiquement les fréquences obtenues (donc frequencefk] en fonction de k) :
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Pour nos calculs, on note fi la fréquence associée 4 la valeur k (plutot quefrequencefk]).
2.a On étudie les variations de fi en fonction de k. Pour ce faire on introduit la valeur oy =

sont non nuls.

Jre—1
T

pour tout k tel que fr et fr_1

Ecrire une fonction Python qui, a partir de la liste des fréquences, retourne deux listes : celle des entiers k tels que oy est défini

(notée Lk), et celle des valeurs de oy, (notée Lalphak).

Solution:

les_alpha(f):

Lk = []

Lalphak = []

k range (1,len(f)):

( £f]k|!=0 ) ( £flk—1]!=0 )
Lk .append (k)
Lalphak.append(f|[k—1]/f[k])
Lk , Lalphak

2.b On représente alors les oy en fonction de k et on obtient :
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Quelle conjecture formulez-vous au vu de ce graphique quant aux variations de ay en fonction de k7

Solution: Hormis quelques valeurs extrémes, il semble que «ay, soit proportionnel & k.

2.c On veut tenter de déterminer la pente de la droite passant par l’origine (donc d’équation de la forme y = az, avec a & déterminer)
qui approxime le mieux les points (k,ag). On procéde selon le principe de la régression linéaire par les moindres carrés, on
introduit la fonction :

pla) = 3 (a — ak)®
kELk
Montrer que ¢(a) est minimale pour la valeur :

Z kay,

keLk
ag =

e

keLk

Solution: Calculons la dérivée de la fonction ¢ :

'(a) = Z —2k(ay — ak)

keLk

= 2<Zk2)a—22kak

keLk keLk

Z k’Oék

/ : ; keLk
¢’ est croissante et s’annule pour ag = ——.

> K
keLk
Elle est donc positive avant ag et négative aprés, ce qui montre que ¢ est minimale en ag

2.d En déduire une fonction Python qui, & partir des listes Lk et Lalphak, détermine la pente optimale voulue.

Solution:
pente (Lk,Lalphak):
u = sum([Lk[i]*Lalphak|1i] i range (len(Lk))])
v = sum ([ k*x2 k Lk |)
u/v

2014-2015 page 3 sur 11 TSVP



/2]

/2]

/2]

/2]

BCPST 951/952/953 Lycée du Parc D04S

Le calcul de la pente optimale donne le résultat numérique ag = 0.547.
On trace la droite passant par ’origine et de pente ap pour la confronter aux valeurs expérimentales :
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2.e Commenter ce résultat.

Solution: L’approximation par une droite est trés bonnes pour la plupart des valeurs. Seules
les valeurs extrémes sont éloignées de la droite. Pour les grandes et petites valeurs de k, il est
probable qu’il n’y ait que peu de couvées présentant ces valeurs comme nombre d’oisillons,
et une petite variation expérimentale produit de grands écarts sur le quotient des fréquences.

3. A l’aide des résultats précédents, on décide donc de modéliser nos probabilités py selon le principe :

vk e N, PE=L — ook
Pk
1
On pose A\ = —.
ao
3.a Exprimer p; et p2 en fonction de pg et A.
Solution:
P11 = Apo
/\2
P2 = Do
2

3.b Pour tout k € N, exprimer p; en fonction de pp, A et k.
Solution: Une récurrence facile montre que :

k
Vk € N, kaHpo

—+oo
3.c En utilisant le fait que Z pr = 1, déterminer po et donner enfin une expression de p; en fonction de X et k.
k=0
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On représente sur un méme graphique les fréquences expérimentales déja visualisées plus haut et les probabilités théoriques py
qui viennent d’étre déterminées :
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/].] 3.d Que pensez-vous de la pertinence de notre modéle?

4. On suppose que la probabilité qu’une couvée de faisans donne naissance & k oisillons est :

)\k
D
Pr =€ 5l
avec A = 18.3
+oo
/3] 4.a Calculer le nombre moyen d’oisillons issus d’une couvée, donné par la formule Z k.pg.
k=0
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/4] 4.b On se demande si une couvée a plus de chances de donner naissance & un nombre pair d’oisillons qu’a un nombre impair. On
introduit donc la probabilité d’avoir un nombre pair de naissances :

+oo
p= E P2k
k=0
et celle d’avoir un nombre impair de naissances :

—+oo
q= Z P2k+1
k=0

Calculer p + ¢ et p — g. En déduire les valeurs de p et g, et répondre a la question.
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Exercice :

™

2
our tout n entier naturel, on note I, = / cos™ t dt.
0

/3] 1. A laide d’une intégration par parties, prouver que pour tout n entier naturel :

/2] 2. Prouver que pour tout n entier naturel, 1 >

/2] 3. 8.a Calculer Io et I;.
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™

3
L, = / costdt
0

= [sin t]

O vy

. T
3.b Prouver que pour tout n entier naturel, (n + 1)Ipq1.In = 5

Solution: Notons pour tout entier n : a,, = (n+ 1)1, 111,.
On a alors :

n+ 2) n+2]n+1

(
n+1
(

n + 1) n+1]

=] an

Upt1 =

La suite («,) est donc constante, égale au premier terme o = I1 [y = 5
70

Donc Vn € N, (n = 1)In+IIn = §

4. En déduire un équivalent de /nl, quand n tend vers +oo.

Solution: [’encadrement obtenu a la question 2. montre que I, ~ [,.
(signalons au passage que ceci n’est pas forcément vrai pour n’importe quelle suite. Par exemple
avec U, = €" on a u,,; = " = eu, et donc u, et u, 1 ne sont pas équivalents)
Donc (n+ 1)1, 141 ~ (n+ 1)I2 ~ nl?2.

T
D’aprés la question précédente on a nl? — —.

2
Donc +/nl, —>\/»

Donc au final I, ~ —.
Vvn \/é

5. Prouver que pour tout n entier naturel :

1
(1 + ﬁ)n

n

2 .
vz e [0,vn] (1— 2 <em® <
n

Indication : on pourra commencer par montrer que Yu € R, e* > 1 4 u, puis appliquer cette inégalité en des valeurs judicieusement

choisies.

Solution: Soit f(u) = e* —u — 1. f est continue et dérivable sur R et f'(u) = e* — 1, et donc
f est décroissante sur | — 0o, 0] et croissante sur [0, +oo[. Elle admet donc un minimum absolu
en 0. Or f(0) =0, donc f est positive sur R.

Soit x € [0,+/n]. En appliquant 'inégalité précédente a la valeur —% il vient :

2

22 i

>

n

Et en élevant a la puissance n il vient :
%
—x2 x n

e >(1—-—
(1-)
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/1] 6. 6.a Transformer U'intégrale / 1- w—)"dz en posant x = /nsint.
0 n

vn 1
6.b Transformer l'intégrale / dz en posant x = \/ntant.

_
o (14 2Z)n

Vv
/3] 7. Donner un encadrement de / e_’”2 dx a l’aide de n, Iop41 et ITop—2.

0
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/4] 8. En déduire la convergence et la valeur des intégrales /
0

“+oo 2 +o0 22
e T dr puis/ e~ 2 dx.
—00

Total pour exo: /24
Total : /55
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