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1 er problème :

A) Étude d'un endomorphisme

1◦) Véri�er que ∆ est un endomorphisme de R[X].

Calculer ∆(Xk) pour k ∈ N.

* ∆ est bien à valeurs dans R[X].

* Soit (P,Q) ∈ R[X]2, (λ, µ) ∈ R2,

∆(λP + µQ) = (λP + µQ)(X + 1)− (λP + µQ)(X)

= λP (X + 1) + µQ(X + 1)− λP (X)− µQ(X)

= λ(P (X + 1)− P (X)) + µ(Q(X + 1)−Q(X))

= λ∆(P ) + µ∆(Q)

Donc, par les deux premiers points, ∆ est un endomorphisme de R[X] .

1

1

* Soit k ∈ N.

∆(Xk) =


0 si k = 0

(X + 1)k −Xk =
k−1∑
i=0

(
k

i

)
X i si k > 1

2◦) a) Montrer que si P ∈ Ker ∆ alors, pour tout entier n ∈ N, P (n) = P (0).

1 Soit P ∈ Ker(∆).
On pose, pour n ∈ N, Hn :�P (n) = P (0)�

* H0 est vraie.

* On suppose, pour un rang n �xé dans N que Hn est vraie ie P (n) = P (0).
Or P (X+1) = P (X) donc en évaluant en n : P (n+1) = P (n). D'où P (n+1) = P (0).
Ainsi, Hn+1 est vraie.

* On a montré par récurrence que : ∀n ∈ N, P (n) = P (0) .

En considérant le polynôme Q = P − P (0), montrez que P est un polynôme constant.

1 Ainsi, le polynôme Q = P − P (0) admet une in�nité de racines. C'est donc le polynôme
nul. Ainsi, R = 0 ie P = P (0). Donc P ∈ R0[X].

b) Montrer alors que Ker∆ = R0[X].

* On vient de montrer Ker ∆ ⊂ R0[X]

* Réciproquement, si P ∈ R0[X] alors P = λ où λ ∈ R. ∆(P ) = λ− λ = 0.

Donc P ∈ Ker(∆).

1 Ker(∆) = R0[X] .
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3◦) a) Si P n'est pas un polynôme constant, préciser le degré de P en fonction de celui de P , ainsi que le coe�cient dominant de

∆(P ) en fonction de celui de P .

Soit P ∈ R[X] tel que p = deg(P ) > 1. P s'écrit : P (X) =

p∑
k=0

akX
k avec ap 6= 0.

∆(P ) = ∆(

p∑
k=0

akX
k)

=

p∑
k=0

ak∆(Xk) par linéarité de ∆

=

p∑
k=1

ak∆(Xk) car ∆(1) = 0

Or, pour 1 6 k 6 p,∆(Xk) =
k−1∑
i=0

(
k

i

)
X i donc deg(∆(Xk)) = k − 1 6 p− 1.

Ainsi, deg(∆(P )) 6 p− 1.

3 De plus, le coe�cient de Xp−1 dans ∆(P ) est : ap
(
p
p−1

)
= pap 6= 0.

Donc, deg(∆(P )) = p− 1 = deg(P )− 1 et le coe�cient dominant de ∆(P ) est pap

b) Soit n > 1, montrer que ∆(Rn[X]) ⊂ Rn−1[X]

1 Soit P ∈ Rn[X].
Si P est constant alors ∆(P ) = 0. Sinon, deg(∆(P )) = deg(P )− 1 6 n− 1.

Donc, ∆(Rn[X]) ⊂ Rn−1[X] .

4◦) Soit n un entier supérieur ou égal à 1. On note ∆n l'endomorphisme induit par ∆ sur Rn[X].

C'est-à-dire ∆n : Rn[X] → Rn[X]
P 7→ ∆(P )

.

Déterminer Ker∆n et montrer que Im∆n = Rn−1[X].

1
* Ker(∆n) = Ker(∆) ∩ Rn[X] = R0[X] .

* On a vu : ∆(Rn[X]) ⊂ Rn−1[X] d'où Im(∆n) ⊂ Rn−1[X].
Or, d'après le théorème du rang,

dim Im(∆n) = dim(Rn[X])− dim Ker(∆n)

= n+ 1− 1 = n

= dimRn−1[X]

2 Récapitulons, on a :

{
Im(∆n) ⊂ Rn−1[X]

dim Im(∆n) = dimRn−1[X]
.

On en déduit que : Im(∆n) = Rn−1[X] .

5◦) Montrer que l'endomorphisme ∆ est surjectif.

Soit P ∈ R[X]. Si P est nul, ∆(1) = P

1
Sinon, on note p = deg(P ). Alors P ∈ Rp[X] = Im(∆p+1).
Donc, ∃Q ∈ Rp+1[X], P = ∆p+1(Q) = ∆(Q).

Donc, ∆ est surjective.

6◦) a) On considère F = {P ∈ R[X];P (0) = 0}.

Véri�er que F est un sous-espace vectoriel de R[X] et que R[X] = F ⊕Ker∆.
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1 * Montrons que F est un sev de R[X].
F ⊂ R[X] par dé�nition de F .
F 6= ∅ car 0 ∈ F .
Soit (P,Q) ∈ F 2, (λ, µ) ∈ R2.

(λP + µQ)(0) = λP (0) + µQ(0) = 0 car (P,Q) ∈ F 2

Donc, λP + µQ ∈ F .

Ainsi, F est un sous-espace vectoriel de R[X]

* Montrons que : R[X] = F ⊕Ker∆.

â Soit P ∈ R[X].

P ∈ F ∩Ker(∆) ⇐⇒ P ∈ F ∩ R0[X]

⇐⇒

{
P = λ où λ ∈ R
P (0) = 0

⇐⇒ P = 0

2 Donc, F ∩Ker(∆) = {0} .

â Soit P ∈ R[X].

P = P − P (0)︸ ︷︷ ︸
Q

+P (0)

P (0) ∈ R0[X] = Ker(∆) et Q(0) = P (0)− P (0) = 0 donc Q ∈ F .
D'où, R[X] = F + Ker∆

On en déduit que : R[X] = F ⊕Ker∆ .

b) Conclure que, pour tout polynôme Q de R[X], il existe un unique polynôme P de R[X] tel que P (0) = 0 et que ∆(P ) = Q.

Préciser le degré de P en fonction de celui de Q. Soit Q ∈ R[X].

* Unicité : Soient deux polynômes P1 et P2 tels que :

∆(P1) = Q ∆(P2) = Q

P1(0) = 0 P2(0) = 0

On pose R = P1 − P2. Alors, R(0) = P1(0)− P2(0) = 0.
De plus,

2 ∆(R) = ∆(P1 − P2)

= ∆(P1)−∆(P2) par linéarité de ∆

= 0

Donc R ∈ Ker(∆) donc R est constant. Comme R(0) = 0, R est le polynôme nul.
D'où P1 = P2.
D'où l'unicité.
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* Existence : ∆ est surjective donc ∃P1 ∈ R[X], Q = ∆(P1)
Par la question précédente, P1 = P + λ où P ∈ F ie P (0) = 0 et λ ∈ R.

2 Q = ∆(P1)

= ∆(P + λ)

= ∆(P ) + ∆(λ) par linéarité de ∆

= ∆(P ) car λ ∈ Ker(∆)

On a bien trouvé P ∈ R[X] tel que P (0) = 0 et ∆(P ) = Q.

On a prouvé que :

∀Q ∈ R[X], ∃!P ∈ R[X],

{
∆(P ) = Q

P (0) = 0

1 De plus, deg(P ) = deg(Q) + 1 si Q 6= 0. Si Q = 0 alors P = 0.

B) Étude d'une suite de polynômes

1◦) Montrer qu'il existe une unique suite (Pn)n∈N d'éléments de R[X] véri�ant P0 = 1 et pour tout n ∈ N∗ : Pn(0) = 0 et Pn−1 = ∆(Pn).

On pose, pour n ∈ N∗, Hn : ∃!(P1, ..., Pn) ∈ R[X]n,∀i ∈ [1, n], Pi(0) = 0 et Pi−1 = ∆(Pi).

* Pour n = 1. On cherche P1 ∈ R[X] tel que :

{
P1(0) = 0

1 = ∆(P1)
.

P1 = X convient. L'unicité est assurée par 6b.

3 * On suppose Hn vraie pour un rang n �xé dans N∗.

On cherche un polynôme Pn+1 tel que :

{
Pn+1(0) = 0

Pn = ∆(Pn+1)
.

D'après 6b, ce problème a une unique solution (le polynôme Pn joue le rôle du polynôme
Q).

2◦) Expliciter P1 et P2.

P1 = X.

P2 véri�e :

{
P2(0) = 0

∆(P2) = X
.

deg(P2) = 2 donc P2 s'écrit P2 = aX2 + bX + c où a, b, c sont des réels et a 6= 0.
P2(0) = 0 donc c = 0.

1 ∆(P2) = X ⇐⇒ a((X + 1)2 −X2) + b(X + 1−X) = X

⇐⇒ a(2X + 1) + b = X

⇐⇒ 2Xa+ a+ b = X

⇐⇒ 2a = 1, a+ b = 0

⇐⇒ a =
1

2
, b = −1

2

Ainsi, P2 =
1

2
(X2 −X) =

X(X − 1)

2
.

3◦) Montrer que, pour tout entier n > 1, Pn =
X(X − 1) · · · (X − n+ 1)

n!
.

On pose : Rn =
X(X − 1) · · · (X − n+ 1)

n!
.
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On a : Rn(0) = 0.
De plus,

2 ∆(Rn) =
(X + 1)X · · · (X − n+ 2)

n!
− X(X − 1) · · · (X − n+ 1)

n!

=
X(X − 1) · · · (X − n+ 2)

n!
(X + 1− (X − n+ 1))

=
X(X − 1) · · · (X − n+ 2)

(n− 1)!

= Rn−1

Or, par unicité de la suite (Pn), on en déduit que : Pn =
X(X − 1) · · · (X − n+ 1)

n!
.

4◦) Montrer que, pour tout entier n > 1, la famille (P0, P1, · · · , Pn) est une base de Rn[X].

On remarque que : ∀i ∈ [0, n], deg(Pi) = i.

2
Ainsi, la famille (P0, . . . , Pn) est une famille de polynômes non nuls échelonnée en degré donc
elle forme une famille libre de Rn[X]. Or elle a n+ 1 éléments et dimRn[X] = n+ 1.

Donc, (P0, . . . , Pn) est une base de Rn[X] .

5◦) Expliciter alors les monômes X2 et X3 comme combinaisons linéaires de P0, P1, P2 et P3.

1 * P0 = 1, P1 = X, P2 =
X2 −X

2
.

On en déduit : X2 = 2P2 + P1 .

1 * P0 = 1, P1 = X,P2 =
X2 −X

2
, P3 =

X(X − 1)(X − 2)

6
=
X3 − 3X2 + 2X

6
.

D'où,

X3 = 6P3 + 3X2 − 2X

= 6P3 + 3(2P2 + P1)− 2P1

= 6P3 + 6P2 + P1

6◦) Application : Pour tout couple (n, p) d'entiers naturels non nuls, on pose

Sn,p = 1n + 2n + · · ·+ pn

a) Montrer que, pour tout entier n > 1, il existe un unique polynôme An ∈ Rn+1[X] tel que An(0) = 0 et ∆(An) = Xn.

D'après la première partie 6b, en posant Q = Xn.

1 ∃!An ∈ R[X],

{
∆(An) = Xn

An(0) = 0

De plus, deg(An) = deg(Xn) + 1 = n+ 1.

b) En revenant à la dé�nition de ∆, montrer que Sn,p = An(p+ 1).

On a : An(X + 1)− An(X) = Xn. D'où, ∀k ∈ [0, p], An(k + 1)− An(k) = kn.
On somme de k = 0 à k = p.

2 p∑
k=0

An(k + 1)− An(k) =

p∑
k=0

kn

An(p+ 1)− An(0) =

p∑
k=0

kn

An(p+ 1) = Sn,p
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c) Si Xn =
n∑

k=0

αkPk, justi�er que An =
n∑

k=0

αkPk+1.

Supposons : Xn =
n∑
k=0

αkPk. On pose : Bn =
n∑
k=0

αkPk+1.

On a bien : Bn(0) =
n∑
k=0

αkPk+1(0) = 0. De plus,

2
∆(Bn) =

n∑
k=0

αk∆(Pk+1)

=
n∑
k=0

αkPk

= Xn

Par unicité du polynôme An, on a : An =
n∑
k=0

αkPk+1 .

d) Déterminer les valeurs de A2 et A3.

On a vu : X2 = 2P2 + P1. Donc, A2 = 2P3 + P2 .

1 On a vu : X3 = 6P3 + 6P2 + 6P1. Donc, A3 = 6P4 + 6P3 + P2 .

e) Donner alors, sous forme factorisée, les valeurs de S2,p et S3,p. On a :

1 S2,p = A2(p+ 1)

= 2× (p+ 1)p(p− 1)

6
+
p(p+ 1)

2

=
p(p+ 1)

6
(2(p− 1) + 3)

=
(p+ 1)p(2p+ 1)

6

De même :

1 S3,p = A3(p+ 1)

=
6(p+ 1)p(p− 1)(p− 2)

24
+

6(p+ 1)p(p− 1)

6
+
p(p+ 1)

2

=
p(p+ 1)

4
((p− 1)(p− 2) + 4(p− 1) + 2)

=
p(p+ 1)

4
(p2 − 3p+ 2 + 4p− 4 + 2)

=
p(p+ 1)p(p2 + p)

4

=
p2(p+ 1)2

4/39
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2 e problème :

1◦) a) Une matrice nilpotente peut-elle être inversible ? Justi�er.

1 Une matrice nilpotente n'est pas inversible.
En e�et, soit M une matrice nilpotente, d'indice p. On a alors Mp = 0 et Mp−1 6= 0.
Supposons M inversible alors Mp−1 = M−1.Mp = 0 c'est absurde.
Donc M n'est pas inversible.

b) Un exemple : Si A =

(
−1 1
−1 1

)
et B =

(
0 1
0 0

)
. Véri�er que A et B sont nilpotentes.

Prouver que A+B est inversible.

Pour k ∈ N, calculer (AB)k.

Les matrices A+B et AB sont-elles nilpotentes ?

â Calculons A2 =

(
−1 1
−1 1

)
.

(
−1 1
−1 1

)
= 0. Donc A est nilpotente.

1
â De même B2 =

(
0 1
0 0

)
.

(
0 1
0 0

)
= 0. Donc B est nilpotente.

1
â On a A+B =

(
−1 2
−1 1

)
.

1 Il est clair que rg(A+B) = 2 puisque ses deux colonnes ne sont pas colinéaires. Donc

A+B est inversible. On en déduit donc que A+B n'est pas nilpotente .

â Calculons AB =

(
−1 1
−1 1

)(
0 1
0 0

)
=

(
0 −1
0 −1

)
.

Puis (AB)2 =

(
0 −1
0 −1

)(
0 −1
0 −1

)
=

(
0 1
0 1

)
.

2 Par récurrence immédiate, (AB)k =

(
0 (−1)k

0 (−1)k

)
.

Ainsi (AB) n'est pas nilpotente.

c) Retour au cas général :

Soient A et B nilpotentes qui commutent (c'est-à-dire AB = BA). Montrer AB et A+B sont nilpotentes.

Notons p l'indice de nilpotence de A et q celui de B.

1
â Pour r = min(p, q). On a (AB)r = ArBr = 0 car A et B commutent et Ar = 0 ou

Br = 0. Donc AB est nilpotente d'indice inférieur ou égal à r = min(p, q).

â Calculons maintenant (A+B)p+q par la formule du binôme puisque A et B commutent.

3
(A+B)p+q =

p+q∑
k=0

(
p+ q

k

)
AkBp+q−k

=

p−1∑
k=0

(
p+ q

k

)
Ak Bp+q−k︸ ︷︷ ︸

=0 car p+q−k>q

+

p+q∑
k=p

(
p+ q

k

)
Ak︸︷︷︸

=0 car k>p

Bp+q−k

= 0

Ainsi A+B est nilpotente et son indice est inférieur à p+ q.

2◦) Soit M une matrice nilpotente d'indice p de Mn(R).
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a) Justi�er qu'il existe un vecteur X de Mn,1(R) tel que Mp−1X 6= 0.

1 Comme Mp−1 6= 0, alors il existe X ∈Mn,1(R),Mp−1X 6= 0.

b) Montrer la famille F = (X,MX,M2X, . . . ,Mp−1X) est libre.

Soit (λ0, λ1, . . . λp−1) ∈ Rp telle que

p−1∑
k=0

λkM
kX = 0.

Multiplions par Mp−1 : en tenant compte que Mk = 0 pour k > p, on obtient :

2 λ0M
p−1X = 0 donc λ0 = 0 puisque Mp−1X 6= 0.

On a donc maintenant :

p−1∑
k=1

λkM
kX = 0. On multiplie par Mp−2 et on obtient λ1 = 0.

Par récurrence, on obtient alors ∀0 6 k 6 p− 1, λk = 0. La famille est donc libre.

c) Que peut-on en déduire sur p et n ?

1 Comme la famille précédente est libre et de cardinal p, on a : p 6 dimMn,1(R) = n.

d) Montrer Mn = 0

1 Comme n > p et Mp = 0, on a Mn = 0.

3◦) Soit M une matrice nilpotente de Mn(R)

Développer (In −M)(In +M + · · ·+Mn−1).

En déduire que les matrices (In −M) est inversible et calculer son inverse.

Qu'en est-il de In +M ?

Il est clair : (In −M)(In +M + · · ·+Mn−1) = In −Mn = In puisque M est nilpotente.

Donc (In −M) est inversible et son inverse est (In +M + · · ·+Mn−1) .

2 Si M est nilpotente alors −M aussi donc en remplaçant M par −M dans le calcul précédent,

on obtient que In +M est inversible et son inverse est
n−1∑
k=0

(−1)kMk.

4◦) Pour toute matrice nilpotente M de Mn(R). On dé�nit la matrice :

e(M) = In +M +
1

2!
M2 +

1

3!
M3 + · · ·+

1

(n− 1)!
Mn−1

a) Soient A et B deux matrices nilpotentes qui commutent. Montrer :e(A+B) = e(A)× e(B)

Tout d'abord, on a vu que A+B est nilpotente d'indice inférieur à la fois à p+ q (d'après
1c) et à n (d'après 2c).

On en déduit e(A+B) =
n−1∑
i=0

1

i!
(A+B)i =

p+q∑
i=0

1

i!
(A+B)i.
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Calculons :
p+q∑
k=0

1

k!
(A+B)k =

p+q∑
k=0

1

k!
(A+B)k

=

p+q∑
k=0

1

k!

k∑
i=0

(
k

i

)
AiBk−i car A et B commutent

=

p+q∑
k=0

1

k!

k∑
i=0

k!

i!(k − i)!
AiBk−i

=

p+q∑
i=0

1

i!
Ai

(
p+q∑
k=i

1

(k − i)!
Bk−i

)

=

p−1∑
i=0

1

i!
Ai

(
p+q−i∑
j=0

1

j!
Bj

)
car Ai = 0 pour i > p

=

p−1∑
i=0

1

i!
Ai

(
q−1∑
j=0

1

j!
Bj

)
car Bj = 0 pour j > q

=

(
n−1∑
i=0

1

i!
Ai

)(
n−1∑
j=0

1

j!
Bj

)
car p 6 n, q 6 n

= e(A)× e(B)

Donc :

4
e(A+B) = e(A)× e(B)

b) Soit A une matrice nilpotente. Montrer que e(A) est inversible et calculer son inverse.

On remarque que si A est nilpotente, −A aussi.

1
La formule précédente donne : e(A)e(−A) = e(0) = In.
De même, e(−A)e(A) = e(0) = In.
Donc e(A) est inversible et (e(A))−1 = e(−A).

5◦) Exemples :

a) Soit A =

(
6 9
−4 −6

)
. Montrer que A est nilpotente et calculer e(A).

Calculons : A2 =

(
6 9
−4 −6

)(
6 9
−4 −6

)
= 0. Donc A est nilpotente d'indice 2.

On a alors e(A) = I2 + A =

(
7 9
−4 −5

)
.

2 On a (e(A))−1 = e(−A) = I2 − A =

(
−5 −9
4 7

)
.

b) Soit A =

 1 1 α
0 1 1
−1 −1 −2

.

Véri�er qu'il existe un unique α tel que A soit nilpotente. On prendra désormais cette valeur pour α.

Calculons :

A2 =

 1 1 α
0 1 1
−1 −1 −2

 1 1 α
0 1 1
−1 −1 −2


=

1− α 2− α 1− α
−1 0 −1
1 0 3− α
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Puis :

2
A3 =

 1 1 α
0 1 1
−1 −1 −2

1− α 2− α 1− α
−1 0 −1
1 0 3− α


=

 0 2− α 2α− α2

0 0 2− α
α− 2 α− 2 3α− 6


Il est clair que A2 6= 0 et A3 = 0 ⇐⇒ α = 2.

Calculer e(A) et son inverse.

Pour α = 2, on a : A =

 1 1 2
0 1 1
−1 −1 −2

 et A2 =

−1 0 −1
−1 0 −1
1 0 1

 et A3 = 0.

On obtient e(A) = I3 + A+
1

2
A2 =

 3
2

1 3
2

−1
2

2 1
2

−1
2
−1 −1

2

.

1 On a : (e(A))−1 = e(−A) = I3 − A+
1

2
A2 =

−1
2
−1 −5

2

−1
2

0 −3
2

3
2

1 7
2

.

c) A tout polynôme de Rn[X], on associe D(P ) = P ′.

i. Justi�er que D est un endomorphisme de Rn[X].

1 Il est clair que D est linéaire. De plus si deg(P ) 6 n alors deg(P ′) 6 n.

Donc D est bien un endomorphisme de Rn[X].

ii. Montrer que D est un endomorphisme nilpotent de Rn[X] et déterminer son indice de nilpotence.

Soit P ∈ Rn[X], comme deg(D(P )) =

{
deg(P )− 1 si deg(P ) > 1
−∞ sinon

.

2 On en déduit par récurrence immédiate :

deg(Dk)(P )) =

{
deg(P )− k si deg(P ) > k
−∞ sinon

.

Et en particulier, Dn+1(P ) = 0 pour tout polynôme P ∈ Rn[X]. Ainsi D est nilpotent.

En�n, on a Dn(Xn) = n! 6= 0 donc D est nilpotent d'indice n+ 1.

iii. On notera P0 = 1 et pour tout i ∈ J1, nK, Pi =
Xi

i!
.

Justi�er que la famille B = (P0, P1, . . . , Pn) est une base de E.

2 La famille B est une famille de degré échelonné de Rn[X] : elle est donc libre.

En e�et : Soit (λ0, λ1, . . . , λn) ∈ Rn+1 telle que
n∑
k=0

λiPi = 0.

On en déduit : λnPn = −
n−1∑
k=0

λiPi. On en déduit : deg(−
n−1∑
k=0

λiPi) 6 n− 1.

Si λn 6= 0, c'est absurde car deg(Pn) = 0. Donc λn = 0 et
n−1∑
k=0

λiPi = 0.

Par récurrence, on obtient : ∀i ∈ J0, nK, λi = 0. La famille est bien libre.

De plus, elle est de cardinal n+ 1 = dim(Rn[X]). C'est donc une base de Rn[X].

Soient i et k deux entiers de J1, nK, préciser Dk(Pi).

2 On a pour i ∈ J1, nK, D(Pi) = Pi−1 et D(P0) = 0.

On en déduit par récurrence immédiate : Dk(Pi) =

{
Pi−k si i > k
0 si i < k
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iv. Soit l'endomorphisme S = Id +D +
1

2!
D2 +

1

3!
D3 + · · ·+

1

n!
Dn

Montrer : ∀P ∈ Rn[X], S(P (X)) = P (X + 1)

Soit i ∈ J0, nK. Calculons S(Pi).

â Pour i = 0. S(P0) = P0 = P0(X + 1) car ∀k > 1, Dk(P0) = 0.

â Soit i > 1. On a :

S(Pi) = (Id +D +
1

2!
D2 +

1

3!
D3 + · · ·+ 1

n!
Dn)(Pi)

= Pi +
i∑

k=1

1

k!
Dk(Pi)

=
i∑

k=0

1

k!
Pi−k

=
i∑

k=0

1

k!

1

(i− k)!
X i−k

=
1

i!

i∑
k=0

(
i

k

)
X i−k

=
1

i!
(X + 1)i

= Pi(X + 1)

3
Comme les deux endomorphismes de Rn[X], S et P 7→ P (X + 1) coïncident sur la
base (P0, P1, . . . , Pn), il sont égaux.

/37
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